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Àííîòàöèÿ
àñêðûâàþòñÿ ìàëîèçâåñòíûå àêòû èç èñòîðèè ðåøåíèÿ 16-é ïðîáëåìû èëüáåðòà,
â ÷àñòíîñòè ðîëü ïðîåññîðà Â.Â. Ìîðîçîâà (Êàçàíñêèé óíèâåðñèòåò) â èñïðàâëåíèè îøè-
áîê â ïåðâîíà÷àëüíîé âåðñèè ðåçóëüòàòîâ Ä.À. óäêîâà î òîïîëîãèè ïëîñêèõ âåùåñòâåí-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ñòåïåíè 6. Èçëîæåíèå îñíîâàíî íà ñîõðàíèâøåéñÿ ïåðåïèñêå
Ä.À. óäêîâà è Â.Â. Ìîðîçîâà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå, 16-ÿ ïðîáëåìà èëüáåðòà,
Ä.À. óäêîâ, Â.Â. Ìîðîçîâ, ãèïîòåçà óäêîâà, ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ 8.
Â 1969 ã. Ä.À. óäêîâ [1℄ íàø¼ë òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèèêàöèþ ðàñïîëîæå-
íèé âåòâåé íåîñîáûõ ïëîñêèõ âåùåñòâåííûõ ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ ñòåïåíè 6 è íà
îñíîâàíèè ýòîãî ðåçóëüòàòà â 1971 ã. âûñêàçàë â [2℄ ãèïîòåçó, ÷òî äëÿ îïðåäåë¼í-
íîé òîïîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè íåîñîáûõ êðèâûõ ÷¼òíîé ñòåïåíè âûïîëíÿåòñÿ
ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ 8. Ýòà ãèïîòåçà îêàçàëàñü òîë÷êîì ê áóðíîìó ðàçâèòèþ òî-
ïîëîãèè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé â ïîñëåäíåé òðåòè ïðîøëîãî
âåêà, ïðîäîëæàþùåìóñÿ (ìîæåò áûòü, ìåíåå èíòåíñèâíî) äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè.
Èñòîðèÿ îòêðûòèÿ è ïóáëèêàöèè óïîìÿíóòûõ ðåçóëüòàòîâ Ä.À. óäêîâà ñîäåð-
æèò ðÿä ìàëîèçâåñòíûõ àêòîâ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåñòàíäàðòíàÿ ðîëü
Â.Â. Ìîðîçîâà â äåÿòåëüíîñòè Ä.À. óäêîâà. Ýòè àêòû ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåñüìà
èíòåðåñíûìè, à îò÷àñòè è ïîó÷èòåëüíûìè, íî äëÿ èõ ñîäåðæàòåëüíîãî âîñïðèÿòèÿ
òðåáóåòñÿ çíàíèå ðÿäà ïîíÿòèé è ðåçóëüòàòîâ èç òîïîëîãèè âåùåñòâåííûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ êðèâûõ. Êîíå÷íî, íóæíûå ñâåäåíèÿ ìîæíî íàéòè â ìíîãî÷èñëåííûõ
îáçîðàõ, ïîñâÿù¼ííûõ äàííîé òåìàòèêå
1
, îäíàêî äëÿ íåçàâèñèìîñòè èçëîæåíèÿ
íà÷íó ñ íåîáõîäèìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà.
1. Ïåðâàÿ ÷àñòü 16-é ïðîáëåìû èëüáåðòà
Ïóñòü Fm(x0 : x1 : x2)  îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m ñ âåùåñòâåííûìè
êîýèöèåíòàìè îò òð¼õ ïåðåìåííûõ x0, x1, x2 . Òàêîé ìíîãî÷ëåí, ðàññìàòðè-
âàåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé
âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè m . ×åðåç RFm (CFm )
îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ (êîìïëåêñíûõ) òî÷åê êðèâîé Fm , òî åñòü
ìíîæåñòâî òî÷åê âåùåñòâåííîé (êîìïëåêñíîé) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2 (CP 2 )
 îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè (x0 : x1 : x2) , â êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí Fm îáðàùàåòñÿ
â íóëü.
Êðèâàÿ Fm íàçûâàåòñÿ (âåùåñòâåííî) íåîñîáîé, åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂Fm/∂x0 , ∂Fm/∂x1 , ∂Fm/∂x2 îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü íè â êàêîé
1
Ñîøëþñü òîëüêî íà [3℄, ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ïî âðåìåíè îïóáëèêîâàíèÿ è ñî-
äåðæèò ññûëêè íà áîëåå ðàííèå îáçîðû.
32 .Ì. ÏÎËÎÒÎÂÑÊÈÉ
òî÷êå èç RP 2 . Âîïðîñ î òîì, êàê ìîæåò áûòü óñòðîåíî ìíîæåñòâî RFm , èíà÷å
ãîâîðÿ, êàêîãî òèïà êàðòèíêè â RP 2 ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû íåîñîáûìè êðèâû-
ìè äàííîé ñòåïåíè m , íå ìåíåå åñòåñòâåíåí, ÷åì âîïðîñ î ÷èñëå âåùåñòâåííûõ
êîðíåé âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà îò îäíîé ïåðåìåííîé. Íà îðìàëüíîì ÿçûêå
çàäà÷à îðìóëèðóåòñÿ òàê: äëÿ äàííîãî íàòóðàëüíîãî m íàéòè òîïîëîãè÷åñêóþ
êëàññèèêàöèþ ïàð (RP 2,RFm) .
Íåêîòîðûå ðàãìåíòû îòâåòà íà ýòó çàäà÷ó äàâíî èçâåñòíû. Òàê, ëåãêî ïîêà-
çàòü, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè (äàëåå  âåòâü) íåîñîáîé êðèâîé ãîìåî-
ìîðíà îêðóæíîñòè. Òîïîëîãè÷åñêàÿ îêðóæíîñòü ìîæåò áûòü âëîæåíà â RP 2 îä-
íîñòîðîííå, òî åñòü òàê, ÷òî äîïîëíåíèå ê ýòîé îêðóæíîñòè ñâÿçíî. Òîãäà îíà
íàçûâàåòñÿ íå÷¼òíîé âåòâüþ (ðèñ. 1à)
2
. Äðóãîå âîçìîæíîå âëîæåíèå îêðóæíîñòè â
RP 2  äâóñòîðîííåå. Òàêàÿ âåòâü íàçûâàåòñÿ îâàëîì. Êàæäûé îâàë äåëèò RP 2 íà
äâå ñâÿçíûå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ ãîìåîìîðíà äèñêó è íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé
äëÿ ýòîãî îâàëà, à âòîðàÿ, âíåøíÿÿ, ãîìåîìîðíà ëèñòó Ì¼áèóñà  ñì. ðèñ. 1b.
Íå÷¼òíàÿ âåòâü, ïðè÷¼ì ðîâíî îäíà, èìååòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòåïåíü
êðèâîé íå÷¼òíà. Ñëîæíåå âîïðîñ î ÷èñëå îâàëîâ íåîñîáîé êðèâîé. Îòâåò íà íåãî
äà¼ò òåîðåìà, äîêàçàííàÿ À. Õàðíàêîì [4℄ â 1876 ã., ñ êîòîðîé îáû÷íî ïðèíÿòî
íà÷èíàòü èçëîæåíèå èñòîðèè çàäà÷è.
èñ. 1
Òåîðåìà Õàðíàêà. Ïóñòü N  ÷èñëî âåòâåé íåîñîáîé ïëîñêîé âåùåñòâåííîé
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè m . Òîãäà
1. N ≤ (m− 1)(m− 2)/2 + 1 ;
2. Äëÿ ëþáîãî m ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî  òî÷íîå, òî åñòü èìåþòñÿ êðèâûå,
äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.
Êðèâûå ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì ïî òåîðåìå Õàðíàêà ÷èñëîì îâàëîâ íàçûâà-
þòñÿ M -êðèâûìè.
Äëÿ ñòåïåíåé m ≤ 5 îòâåò íà åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êàêèì ìîæåò áûòü âçàèìíîå
ðàñïîëîæåíèå îâàëîâ, ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Õàðíàêà è êëàññè÷å-
ñêîé òåîðåìû Ý. Áåçó 1764 ãîäà
3
:
Òåîðåìà Áåçó. Åñëè êðèâûå ñòåïåíåé m è n íå èìåþò îáùèõ êîìïîíåíò,
òî îíè èìåþò íå áîëåå m·n îáùèõ òî÷åê.
Ñèòóàöèÿ êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè êðèâûõ ñòåïåíè 6. Îãðàíè-
÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå òåîðåìîé Áåçó íà âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ êðèâîé ñòåïåíè
m è ïðÿìîé, äîïóñêàþò ñëåäóþùèå 11 ëîãè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé äëÿ âçàèìíûõ
ðàñïîëîæåíèé îâàëîâ M -êðèâîé ñòåïåíè 6:
2
Â êà÷åñòâå ìîäåëè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íà ðèñóíêàõ èñïîëüçóåòñÿ äèñê Ïóàíêàðå, òî åñòü
êðóã ñ ïîïàðíî îòîæäåñòâë¼ííûìè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè åãî ãðàíè÷íîé
îêðóæíîñòè.
3
Õàðíàêîâñêîå äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè íà ÷èñëî âåòâåé (ï. 1 òåîðåìû Õàðíàêà) îñíîâàíî íà
ýòîé æå òåîðåìå Áåçó.
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Çäåñü è íèæå èñïîëüçóåòñÿ êîäèðîâêà ðàñïîëîæåíèé îâàëîâ, èäóùàÿ îò óä-
êîâà: 〈α〉 îáîçíà÷àåò α îâàëîâ, ðàñïîëîæåííûõ âíå äðóã äðóãà;
α
1
β îáîçíà÷àåò
α îâàëîâ âíå äðóã äðóãà, îõâà÷åííûõ îäíèì îâàëîì, âíå êîòîðîãî âíå äðóã äðóãà
ðàñïîëîæåíû åù¼ β îâàëîâ.
Õàðíàê ñ ïîìîùüþ èíäóêòèâíîé ïî m ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ íåîñîáûõ êðè-
âûõ ñòåïåíè m , ïðèäóìàííîé èì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òî÷íîñòè îöåíêè ÷èñëà N ,
ïîñòðîèë M -êðèâóþ, ðåàëèçóþùóþ ðàñïîëîæåíèå
1
1
9 (¾êðèâàÿ Õàðíàêà¿). Ïîçæå
çàäà÷åé î íåîñîáûõ êðèâûõ ñòåïåíè 6 çàèíòåðåñîâàëñÿ Ä. èëüáåðò; â ñâîåé ðàáîòå
[5℄ îí ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî âèäoèçìåíåíèÿ ïðîöåäóðû Õàðíàêà ðåàëèçîâàë åù¼
îäíî ðàñïîëîæåíèå èç ñïèñêà (1):
9
1
1 . Ïîïûòêè îòâåòèòü íà âîïðîñ î ðåàëèçóåìî-
ñòè îñòàëüíûõ âîçìîæíîñòåé èç (1) ê óñïåõó íå ïðèâåëè, è èëüáåðò âêëþ÷èë ýòó
çàäà÷ó â ñâîé çíàìåíèòûé ñïèñîê ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì äëÿ XX âåêà. Èìåííî
â ïåðâîé ÷àñòè 16-é ïðîáëåìû, â ÷àñòíîñòè, ãîâîðèòñÿ (öèòèðóåòñÿ ïî [6℄):
¾Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî çàìêíóòûõ è îòäåëüíî ðàñïîëîæåííûõ âåòâåé, êîòî-
ðûå ìîæåò èìåòü ïëîñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ n-ãî ïîðÿäêà, áûëî îïðåäåëåíî
Õàðíàêîì. Âîçíèêàåò äàëüíåéøèé âîïðîñ î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ýòèõ âåò-
âåé íà ïëîñêîñòè. ×òî êàñàåòñÿ êðèâûõ øåñòîãî ïîðÿäêà, òî ÿ,  ïðàâäà, íà
äîñòàòî÷íî ñëîæíîì ïóòè  óáåäèëñÿ, ÷òî òå îäèííàäöàòü âåòâåé, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ ïî Õàðíàêó, íèêîãäà íå ðàñïîëîæåíû âíå äðóã äðóãà; âñåãäà ñóùåñòâó-
åò îäíà âåòâü, âíóòðè êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ åù¼ îäíà è âíå êîòîðîé íàõîäÿòñÿ
îñòàëüíûå äåâÿòü, èëè íàîáîðîò¿.
èëüáåðò íå ñëó÷àéíî íàïèñàë ¾óáåäèëñÿ¿, à íå ¾äîêàçàë¿, òàê ÷òî óòâåðæäåíèå
èëüáåðòà ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ãèïîòåçó. Óæå â íà÷àëå XX â. ýòó ãèïîòåçó ïûòà-
ëèñü ïîäòâåðäèòü Ê. îîí [7℄ è ó÷åíèöû èëüáåðòà . Êàí [8℄ è Ê. Ëîáåíøòåéí [9℄.
Â ÷àñòíîñòè, âñå îíè ïûòàëèñü äîêàçàòü íåðåàëèçóåìîñòü ðàñïîëîæåíèÿ 〈11〉 , íî,
ïî èõ ñîáñòâåííîìó ïðèçíàíèþ, óñïåõà íå äîñòèãëè. Íåðåàëèçóåìîñòü òàêîãî ðàñ-
ïîëîæåíèÿ êðèâûìè ñòåïåíè 6 óäàëîñü äîêàçàòü ëèøü â 1938 ã. È.. Ïåòðîâñêîìó
â åãî çàìå÷àòåëüíîé ðàáîòå [10℄.
2. åçóëüòàòû Ä.À. óäêîâà
À.À. Àíäðîíîâ
(19011952)
Â 1948 ã. àêàäåìèê À.À. Àíäðîíîâ
4
, îäèí èç ñîçäàòåëåé
òåîðèè ãðóáîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (ñì. [12℄), ïðåäëî-
æèë âåðíóâøåìóñÿ â óíèâåðñèòåò ïîñëå îêîí÷àíèÿ Âå-
ëèêîé Îòå÷åñòâåííîé âîéíû Äìèòðèþ Àíäðååâè÷ó óä-
êîâó
5
çàäà÷ó: ïîñòðîèòü òåîðèþ áèóðêàöèé àëãåáðàè÷å-
ñêèõ êðèâûõ.
Çàìûñåë Àíäðîíîâà çàêëþ÷àëñÿ â òîì, ÷òîáû ¾îòðàáî-
òàòü¿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè áèóðêàöèé íà îáúåêòå áî-
ëåå ïðîñòîì, ÷åì äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Êàê ðàññêàçûâàë
óäêîâ, íåìíîãî ïîçæå È.. Ïåòðîâñêèé, óçíàâ î ïðåäëî-
æåííîé Àíäðîíîâûì çàäà÷å, ñêàçàë ïðèìåðíî ñëåäóþùåå: ¾àçðàáàòûâàòü òàêóþ
4
Î æèçíè è äåÿòåëüíîñòè À.À. Àíäðîíîâà, îáëàäàâøåãî ðåäêèì íàáîðîì çàìå÷àòåëüíûõ ÷å-
ëîâå÷åñêèõ êà÷åñòâ, èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Îãðàíè÷óñü óêàçàíèåì ñàìîé ñâåæåé ïóáëè-
êàöèè [11℄, â êîòîðîé ìîæíî íàéòè äàëüíåéøèå ññûëêè.
5
Ä.À. óäêîâ ïîëó÷èë äèïëîì ñ îòëè÷èåì îá îêîí÷àíèè îðüêîâñêîãî (íûíå Íèæåãîðîäñêîãî)
óíèâåðñèòåòà 2 èþëÿ 1941 ã. Áèîãðàèè Ä.À. óäêîâà ïîñâÿù¼í ðÿä ïóáëèêàöèé (ñì., íàïðèìåð,
[1315℄).
34 .Ì. ÏÎËÎÒÎÂÑÊÈÉ
òåîðèþ, êîíå÷íî, äåëî õîðîøåå, íî åù¼ ëó÷øå èìåòü ïðè ýòîì â âèäó êàêóþ-ëèáî
êîíêðåòíóþ çàäà÷ó  íàïðèìåð, çàäà÷ó èëüáåðòà î êðèâûõ ñòåïåíè 6¿.
óäêîâ ïîñòðîèë òåîðèþ ãðóáîñòè è ñòåïåíåé íåãðóáîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ êðè-
âûõ, èçó÷èë áèóðêàöèè êðèâûõ ñòåïåíè 6 è çàâåðøèë òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññè-
èêàöèþ íåîñîáûõ êðèâûõ ñòåïåíè 6. Îòìå÷ó, ÷òî áèóðêàöèîííûé ïîäõîä ê ðå-
øåíèþ çàäà÷è áûë óêàçàí èëüáåðòîì óæå ïðè îðìóëèðîâêå âòîðîé ÷àñòè 16-é
ïðîáëåìû: ¾Â ñâÿçè ñ ýòîé ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîé ïðîáëåìîé ÿ çàòðîíó åùå îäèí
âîïðîñ, êîòîðûé, êàê ìíå êàæåòñÿ, äîëæåí áûòü ðåøåí ñ ïîìîùüþ óïîìÿíóòî-
ãî ìåòîäà íåïðåðûâíîãî èçìåíåíèÿ êîýèöèåíòîâ è îòâåò íà êîòîðûé èìååò
âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ òîïîëîãèè ñåìåéñòâ êðèâûõ, îïðåäåëÿåìûõ äèåðåíöèàëü-
íûìè óðàâíåíèÿìè, à èìåííî, âîïðîñ î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå è î ðàñïîëîæåíèè
ïðåäåëüíûõ öèêëîâ Ïóàíêàðå äëÿ äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà è
ïåðâîé ñòåïåíè âèäà
dy
dx
=
Y
X
, ãäå X è Y  öåëûå ðàöèîíàëüíûå óíêöèè n-é
ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî x è y . . . ¿ [6, . 48℄.
Ä.À. óäêîâ
(19181992)
Èìåííî ñ ïîìîùüþ ¾óïîìÿíóòîãî ìåòîäà íåïðå-
ðûâíîãî èçìåíåíèÿ êîýèöèåíòîâ¿ ïûòàëèñü ðå-
øèòü çàäà÷ó î êðèâûõ ñòåïåíè 6 ñàì èëüáåðò è
àâòîðû ðàáîò [79℄, íî â òî âðåìÿ ñäåëàòü ýòî áûëî
âðÿä ëè âîçìîæíî ââèäó îòñóòñòâèÿ äåòàëüíî ðàçðà-
áîòàííîé òåîðèè áèóðêàöèé. Îäíàêî, ñ÷èòàÿ, ÷òî
Ê. îîí âí¼ñ çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçðàáîòêó èäåè
èëüáåðòà, óäêîâ íàçâàë îñíîâàííûé íà òåîðèè áè-
óðêàöèé ñïîñîá, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî åìó óäàëîñü
ðåøèòü çàäà÷ó î êðèâûõ ñòåïåíè 6, ìåòîäîì èëü-
áåðòà îîíà (ñåé÷àñ ïðèíÿòî íàçâàíèå ¾ìåòîä èëü-
áåðòà îîíà óäêîâà¿).
Îòâåò, ïîëó÷åííûé óäêîâûì, ïîêàçàí íà ðèñ. 2:
êðèâûìè ñòåïåíè 6 ðåàëèçóþòñÿ òå è òîëüêî òå ñõå-
ìû ðàñïîëîæåíèÿ îâàëîâ, êîäû êîòîðûõ ëåæàò íèæå
ëîìàíîé ëèíèè
6
. Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà èëüáåðòà íå ïîäòâåðäèëàñü: îêàçàëîñü,
÷òî êðîìå êðèâûõ Õàðíàêà
1
1
9 è èëüáåðòà
9
1
1 ñóùåñòâóåò åù¼ îäíà M -êðèâàÿ
èñ. 2
6
¾Òð¼õýòàæíîé äðîáüþ¿ èç åäèíèö íà ðèñ. 2 çàêîäèðîâàíî òàê íàçûâàåìîå ãíåçäî âåñà òðè, òî
åñòü òðè ¾êîíöåíòðè÷åñêèõ¿ îâàëà.
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ñòåïåíè 6  ¾êðèâàÿ óäêîâà¿
5
1
5 . Òàêàÿ êðèâàÿ íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ìå-
òîäàìè Õàðíàêà è èëüáåðòà. óäêîâ ïîñòðîèë å¼ ñ ïîìîùüþ äëèííîé öåïî÷êè
êâàäðàòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïåðâîíà÷àëüíîå ïîñòðîåíèå (òî÷íåå, ýòî áûëî ÷è-
ñòîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ) êðèâîé ñòåïåíè 6 ñî ñõåìîé
5
1
5 â äîêòîðñêîé
äèññåðòàöèè óäêîâà áûëî î÷åíü ñëîæíûì, îíî çàíèìàåò 28 ñòðàíèö.
Ïåðèîäè÷íîñòü â äâóõ âåðõíèõ ðÿäàõ òàáëèöû ðèñ. 2 áðîñàåòñÿ â ãëàçà. óä-
êîâ íàø¼ë îðìóëèðîâêó äîêàçàííîé èì ïåðèîäè÷íîñòè äëÿ M -êðèâûõ ñòåïåíè
6 â âèäå ñðàâíåíèÿ, ïðîâåðèë, ÷òî âñå M -êðèâûå ÷¼òíûõ ñòåïåíåé âûøå øåñòè,
êîòîðûå îí ìîã ïîñòðîèòü, òîæå óäîâëåòâîðÿþò ýòîé îðìóëèðîâêå, è â ðàáîòå [2℄
âûäâèíóë íàéäåííîå èì ñðàâíåíèå â êà÷åñòâå ãèïîòåçû:
èïîòåçà óäêîâà. Äëÿ M -êðèâîé ÷¼òíîé ñòåïåíè 2k âûïîëíåíî ñðàâíåíèå
χ(B+) ≡ k
2(mod 8), (2)
ãäå χ(B+)  ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîæåñòâà B+ òî÷åê â RP
2
, â êîòîðûõ
ìíîãî÷ëåí, îïðåäåëÿþùèé êðèâóþ, ïîëîæèòåëåí  ïðè óñëîâèè, ÷òî çíàê ýòîãî
ìíîãî÷ëåíà âûáðàí òàê, ÷òî ìíîæåñòâî B+ îðèåíòèðóåìî
7
.
Äëÿ êðèâûõ ñòåïåíè 6 ñðàâíåíèå (2) èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3, ãäå ìíîæåñòâî B+
çàêðàøåíî.
èñ. 3
Â 1971 ã. Â.È. Àðíîëüä [16℄ äîêàçàë ñðàâíåíèå (2) ¾íàïîëîâèíó¿  ïî mod 4
âìåñòî mod 8 , à â 1972 ã. Â.À. îõëèí [17℄ äîêàçàë ãèïîòåçó óäêîâà â ïîëíîì îáú-
¼ìå. Îïèñàííûå ñîáûòèÿ 19691972 ãã. îêàçàëèñü ïåðåëîìíûì ìîìåíòîì â ðàçâèòèè
òîïîëîãèè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé: èç ñâîåãî ðîäà ýêçîòè÷å-
ñêîé çàäà÷è, êîòîðîé èçîëèðîâàííî çàíèìàëèñü åäèíèöû, ýòà îáëàñòü ïðåâðàòèëàñü
â èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùóþñÿ âåòâü ìàòåìàòèêè. Îòìå÷ó, ÷òî îäíó èç êëþ÷åâûõ
ðîëåé â ýòîì ñûãðàëî ïîñòðîåíèå êðèâîé ñòåïåíè 6 ñî ñõåìîé
5
1
5 .
3. Ïåðåïèñêà Â.Â. Ìîðîçîâà è Ä.À. óäêîâà
ëàâíàÿ èíòðèãà èçëàãàåìîé èñòîðèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â 1953 ã.
Ä.À. óäêîâ çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ [18℄, îñíîâíîé ðåçóëüòàò êîòî-
ðîé îêàçàëñÿ íåâåðíûì, à èìåííî: â íåé îáúÿâëÿëîñü, ÷òî ñõåìû, ðàñïîëîæåí-
íûå â çàòåí¼ííîì ïðÿìîóãîëüíèêå íà ðèñ. 2, íåðåàëèçóåìû êðèâûìè ñòåïåíè 6.
Ó ìåíÿ íåò àâòîðååðàòà, è ÿ íå çíàþ äðóãèõ ïîäðîáíîñòåé îá ýòîé äèññåðòàöèè,
íî â îíäå óäêîâà â ìóçåå Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà õðàíèòñÿ âûäàííûé
7
Â îðèãèíàëüíîé îðìóëèðîâêå óäêîâà ëåâàÿ ÷àñòü ñðàâíåíèÿ (2) çàïèñàíà â äðóãèõ êîìáè-
íàòîðíûõ òåðìèíàõ.
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èñ. 4
åìó äèïëîì êàíäèäàòà íàóê (ðèñ. 4)
8
. Îòìå÷ó, ÷òî äî çàùèòû ó óäêîâà íå áûëî
íèêàêèõ îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò  âåðîÿòíî, ïðàâèëà òîãî âðåìåíè äîïóñêàëè ýòî.
Ýòîò íåâåðíûé ðåçóëüòàò áûë îïóáëèêîâàí â 1954 ã. â ¾Äîêëàäàõ ÀÍ ÑÑÑ¿
[19℄. Ìíîãî ïîçæå óäêîâ íàïèñàë â [20, ñ. 46℄: ¾Ñîîòâåòñòâóþùåãî íåâåðíîãî äî-
êàçàòåëüñòâà ÿ íå óñïåë îïóáëèêîâàòü¿.
Ïîñëå çàùèòû êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè óäêîâ ïðîäîëæàë èíòåíñèâíî çàíè-
ìàòüñÿ òîïîëîãèåé àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ. Ê ñåðåäèíå 60-õ ãîäîâ ìàòåðèàëà íà-
êîïèëîñü ìíîãî, è óäêîâ ðåøèë îïóáëèêîâàòü ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ðàçâèòîãî èì
ìåòîäà èëüáåðòà îîíà. Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâà áûëè î÷åíü ñëîæíûìè è èçëîæå-
íèå èõ òðåáîâàëî î÷åíü ìíîãî ìåñòà, òàê ÷òî ñ ïóáëèêàöèåé âîçíèêëè åñòåñòâåííûå
òðóäíîñòè. Èñòîðèþ òîãî, êàê áûëè ïðåîäîëåíû ýòè òðóäíîñòè è êàê áûëè îáíà-
ðóæåíû è èñïðàâëåíû îøèáêè ðàáîò [18℄ è [19℄, ïîçâîëÿåò ïðîñëåäèòü ïåðåïèñêà
Ä.À. óäêîâà è Â.Â. Ìîðîçîâà, ñîõðàíèâøàÿñÿ â àðõèâå óäêîâà.
Ýòà ïåðåïèñêà îõâàòûâàåò ïåðèîä 19661973 ãã. è ñîäåðæèò áîëåå 30 ïèñåì,
ïðè÷¼ì èìåþòñÿ ïèñüìà â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ: óäêîâ õðàíèë ëèáî ðóêîïèñíûå
÷åðíîâèêè, ëèáî ìàøèíîïèñíûå êîïèè ñâîèõ ïèñåì. Ïèñüìà ïåðåíóìåðîâàíû â
òàáë. 1 ñ óêàçàíèåì àâòîðà (  óäêîâ, Ì  Ìîðîçîâ) è äàòèðîâêè (â îðìàòå
ää.ìì.ãã); èíîãäà äàòèðîâêà íåïîëíàÿ  òîãäà äåíü íå óêàçàí, à èíîãäà ïðèìåðíàÿ
äàòèðîâêà âîññòàíîâëåíà ìíîé ïî ñîäåðæàíèþ ïåðåïèñêè  â òàêèõ ñëó÷àÿõ äàòà
íàáðàíà êóðñèâîì. Íèæå áóäóò äàâàòüñÿ ññûëêè òîëüêî íà íîìåðà ïèñåì. Èç òåêñòà
ïåðåïèñêè ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî, âîçìîæíî, äâà èëè òðè ïèñüìà óòðà÷åíû.
Â ïèñüìå 1 óäêîâ ïèøåò: ¾Âûñûëàþ Âàì ýêçåìïëÿð ðóêîïèñè ïî êðèâûì
6-ãî ïîðÿäêà. Ñ ýòèì ýêçåìïëÿðîì Âû ìîæåòå äåëàòü ÷òî óãîäíî (â í¼ì ðè-
ñóíêè ñäåëàíû â òåêñòå äëÿ óäîáñòâà). Äâà îèöèàëüíûõ ýêçåìïëÿðà âûñûëàþ â
Íîâîñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë
9
. < . . . >
Ïî ïðåäâàðèòåëüíîé äîãîâîð¼ííîñòè ñ çàìðåäàêòîðîì Íîâîñèáèðñêîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî æóðíàëà  åøåòíÿêîì, åñëè Âû ñî÷ò¼òå ðàáîòó çàñëóæèâàþùåé
íàïå÷àòàíèÿ, ïðè÷¼ì çàñëóæèâàþùåé íåêîòîðûõ ïîõâàëüíûõ ñëîâ (à íå ïðîñòî
ìîæíî íàïå÷àòàòü), òî ðàáîòà áóäåò íàïå÷àòàíà (âîçìîæíî â íåñêîëüêî ïðè-
¼ìîâ).
Ïîëüçóÿñü Âàøèì ëþáåçíûì ñîãëàñèåì ðåöåíçèðîâàòü ðàáîòó, âûñûëàþ Âàì
ðóêîïèñü. Ïðîøó íå ïóãàòüñÿ å¼ îáú¼ìà (âðåìÿ ìàòåìàòèêîâ äîðîæå áóìàãè)¿.
8
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî òåêñò íà ïå÷àòè ãëàñèò: ¾Ìèíèñòåðñòâî Êóëüòóðû ÑÑÑ. îðü-
êîâñêèé îñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò¿. Ïðÿìî-òàêè ñîçäà¼òñÿ âïå÷àòëåíèå, áóäòî â òå âðåìåíà
âëàñòè ñ÷èòàëè îáðàçîâàíèå è ìàòåìàòèêó ÷àñòüþ îáùåé êóëüòóðû. Ê ñîæàëåíèþ, òàêàÿ ìûñëü
ïðèìåíèòåëüíî ê íàøèì äíÿì êàê-òî íå ïðèõîäèò â ãîëîâó.
9
Òàê â òåêñòå. Âñþäó íèæå â ïèñüìàõ ñîõðàíåíà àâòîðñêàÿ îðîãðàèÿ è ïóíêòóàöèÿ.
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Òàáë. 1
íîìåð 1 M2 M3 4 M5 M6 7 M8
äàòà 10.66 24.10.66 29.03.67 21.04.67 26.04.67 18.05.67 17.06.67 21.06.67
íîìåð 9 M10 11 M12 13 14 15 16 M17
äàòà 08.67 05.09.67 09.67 05.10.67 11.10.67 11.67 11.67 12.67 11.01.68
íîìåð 18 19 20 21 22 M23 M24 M25 M26
äàòà 02.68 03.68 03.68 15.03.68 01.69 17.05.69 18.06.69 29.10.69 12.12.69
íîìåð 27 M28 29 30 M31 M32 M33 M34
äàòà 12.69 15.01.71 22.01.71 03.71 20.09.71 17.11.71 24.01.73 07.06.73
Â êðàòêîì îòâåòå (ïî÷òîâàÿ îòêðûòêà) Ì2 Ìîðîçîâ òîëüêî ïîäòâåðæäàåò ïî-
ëó÷åíèå ïèñüìà 1, íî âîò ðàãìåíòû èç ïèñüìà Ì3 íåëüçÿ íå ïðèâåñòè:
¾Cèíüîð! íå çíàþ, óñïåëè Âû çà ýòî âðåìÿ ïðåäàòü ìåíÿ ïðîêëÿòèþ, èëè åù¼
íåò, è íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñòàòüþ Âàøó ÿ åù¼ íå ïðî÷èòàë äî êîíöà, íî âñ¼
òàêè ïîðà ìíå ïîäàòü íåêèå ïðèçíàêè æèçíè è âîò, ÿ èõ ïîäàþ. < . . . >
àçáèåíèå íà ÷åòûðå ÷àñòè ÿ âïîëíå îäîáðÿþ è èçëîæåííûé Âàìè ïëàí ýòîãî
ðàçáèåíèÿ òàêæå. Êîíå÷íî, â ñòàòüÿõ êîå ÷òî ìîæíî ñîêðàòèòü, îäíàêî, èç
ðàçãîâîðà ñî Ñëóãèíûì
10
ÿ âûíåñ âïå÷àòëåíèå, ÷òî Âû ëåëååòå â îòíîøåíèè ìåíÿ
äàëåêî èäóùèå è êîâàðíûå çàìûñëû, òàê òóò ïðèä¼òñÿ ïðåäóïðåäèòü Âàñ ñðàçó,
÷òî åñëè ýòà ðàáîòà ïîñòóïèò êî ìíå â êà÷åñòâå äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè, ÿ
íå ïðèìó å¼, êîëü ñêîðî îíà íå îêàæåòñÿ ðàçà â ïîëòîðà áîëüøå è áåç âñåõ ýòèõ
îáû÷íûõ ëåãêî âèäåòü (çíàþ ÿ ýòè øòó÷êè  à ïîòîì ðàçáèðàéñÿ, êîìó ëåãêî,
à êîìó íåò!)¿.
Äàëåå ïî÷òè íà äâóõ ñòðàíèöàõ â Ì3 èäóò çàìå÷àíèÿ ïî ñóùåñòâó òåêñòà ðàáîòû
óäêîâà. Ïðèâåäó òîëüêî îäíî èç íèõ: ¾Îñíîâíîé íåäîñòàòîê Âàøåãî èçëîæåíèÿ
(à îò èçëîæåíèÿ ÿ ñîâñåì íå â âîñòîðãå  áóäü îíî ãëàæå, ÿ óæ äàâíî ïðî-
÷èòàë áû âñ¼ ñî÷èíåíèå), êàê ìíå êàæåòñÿ  ÷ðåçâû÷àéíîå ïðèñòðàñòèå Âàøå ê
îïðåäåëåíèÿì è ëåììàì; îïðåäåëåíèé ýòèõ è ëåìì ïî ìîåìó áîëüøå ÷åì íóæíî¿.
Çàêàí÷èâàåòñÿ Ì3 ñëåäóþùèìè ñëîâàìè: ¾Âåäü íóæíî ïðèçíàòüñÿ, ÷òî âñ¼
Âàøå ïîñòðîåíèå îáëàäàåò áîëüøîé ñëîæíîñòüþ è èíòóèòèâíî ÷óâñòâóåòñÿ,
÷òî ìîæíî ïðèäàòü åìó áîëüøóþ ïðîñòîòó è ïðîçðà÷íîñòü, îäíàêî æ íà âîïðîñ
êàê ÿ îòâåòèòü íå ìîãó  âîçìîæíî, ÷òî ýòî äåëî äàë¼êîãî áóäóùåãî.
Ïîêà ÷òî, íà ýòîì ÿ êîí÷àþ. Ñëóãèí âåðîÿòíî ñîîáùèë Âàì î ïðè÷èíàõ, ïî
êîòîðûì ÿ ñòîëü äîëãî íå äàâàë î ñåáå çíàòü  âïðî÷åì, î íèõ ÿ ãîâîðèë Âàì â
Ìîñêâå¿.
Ïî ïîâîäó ¾ïðîñòîòû è ïðîçðà÷íîñòè¿ çàìå÷ó, ÷òî, íàñêîëüêî ÿ ìîãó ñóäèòü,
èçëîæåíèå è ïðèìåíåíèå ìåòîäà èëüáåðòà îîíà óäêîâà íå ñòàëî ïðîùå, ÷åì
áûëî â îïèñûâàåìîå âðåìÿ. Íî, õîòÿ ýòî ïèñüìî áûëî íàïèñàíî åù¼ äî î÷åíü ñëîæ-
íîãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîñòðîåíèÿ óäêîâûì êðèâîé ñî ñõåìîé
5
1
5 , ïðåäâèäåíèå
Ìîðîçîâà îïðàâäàëîñü â ÷àñòè, êàñàþùåéñÿ ïîñòðîåíèÿ êðèâûõ: ñ ïîìîùüþ èçîá-
ðåò¼ííîé Î.ß. Âèðî â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ òåõíèêè ïîñòðîåíèÿ âåùåñòâåííûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, íàçâàííîé èì pathworking, âñå òðè M -êðèâûå ñòåïåíè
6 (ñì. ðèñ. 3) ñòðîÿòñÿ åäèíîîáðàçíî è íåñëîæíî.
×òî êàñàåòñÿ ïðè÷èí, î êîòîðûõ èä¼ò ðå÷ü â êîíöå ýòîãî è â ðÿäå äðóãèõ ïèñåì
Ìîðîçîâà, òî, ïî-âèäèìîìó, èìååòñÿ â âèäó ñîñòîÿíèå åãî çäîðîâüÿ.
Â ïèñüìå 4 óäêîâ ïîäðîáíî îòâå÷àåò íà ìàòåìàòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ èç Ì3.
10
Ñëóãèí Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷, ïðîåññîð Íèæåãîðîäñêîãî óíèâåðñèòåòà, â îïèñûâàåìûå ãîäû
ðàáîòàë â Êàçàíè.
38 .Ì. ÏÎËÎÒÎÂÑÊÈÉ
Â îòêðûòêå Ì5 (ðèñ. 5) Â.Â. Ìîðîçîâ ïèøåò: ¾ß íè â êîåé ìåðå íå íàñòàèâàþ
íà ÷åðåç÷óð ïîäðîáíîì èçëîæåíèè â ñòàòüÿõ  ìíå î÷åíü ïîíðàâèëàñü èíèöèà-
òèâà îäíîãî àâòîðà, ïðèñëàâøåãî íàì â ÈÂÓÇÌàòåìàòèêà ñòàòüþ  è ñòðàíèö
20 âûêëàäîê ê íåé íà ïîòðåáó ðåöåíçåíòà. Íî ÷òî êàñàåòñÿ äèññåðòàöèé  âîò
òàì íóæíà ïîäðîáíîñòü. ×òî äî îïïîíèðîâàíèÿ, òî ãîâîðèòü îá ýòîì åù¼ ðàíî.
Íàäîëãî âïåð¼ä ÿ íå ðåøèëñÿ áû áðàòü íà ñåáÿ îáÿçàòåëüñòâà¿.
èñ. 5
Â ïèñüìå M6 Ìîðîçîâ ñîîáùàåò î ñâîåé
áåñåäå â èãå ñ àêàäåìèêîì À.È. Ìàëüöå-
âûì î ¾ïîðòåëå¿ ðåäàêöèè ¾Ñèáèðñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî æóðíàëà¿: ¾Ó ìåíÿ âîç-
íèêëî áîëüøîå ñîìíåíèå, ÷òî Âàøè ðàáî-
òû îíè áóäóò ïå÷àòàòü è âîçíèê âîïðîñ
íå ðàçóìíåå ëè Âàì ïîïðîáîâàòü, åñëè
ýòî âîçìîæíî, íàïå÷àòàòü Âàøó ðàáîòó
îòäåëüíîé áðîøþðîé îòîîñåòíûì ñïî-
ñîáîì â ê-âå 600 ýêç. ïðÿìî ó Âàñ â îðü-
êîì¿.
óäêîâ îòâå÷àåò â 7: ¾Îáäóìàâ âñ¼ ÿ
ðåøèë ïå÷àòàòü ñâîþ ðàáîòó â ã. îðü-
êîì. Ïîýòîìó ÿ ñúåçäèë â Ìîñêâó è, ñ ïî-
ìîùüþ è áëàãîñëîâåíèÿ È.. Ïåòðîâñêîãî,
äîáèëñÿ ðàçðåøåíèÿ íàïå÷àòàòü îòäåëü-
íûé âûïóñê çàïèñîê ..Ó ñ ñåðèåé ñòàòåé
ïî íåîñîáûì êðèâûì 6-ãî ïîðÿäêà è íåîñî-
áûì ïîâåðõíîñòÿì 4-ãî ïîðÿäêà. < . . . >
Ñòàòüè ìîè è .À. Óòêèíà (ìîåãî ó÷åíè-
êà)¿.
óäêîâ ðàññêàçûâàë ìíå, ÷òî ïðè îá-
ñóæäåíèè ýòîãî âîïðîñà Ïåòðîâñêèé ñêà-
çàë, ÷òî íå ìîæåò âûäåëèòü ïîä ðàáîòó îäíîãî àâòîðà öåëûé íîìåð æóðíàëà ¾Ìà-
òåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê¿, ãëàâíûì ðåäàêòîðîì êîòîðîãî îí áûë, ïîñëå ÷åãî èç ñâîåãî
ðåêòîðñêîãî êàáèíåòà ïîçâîíèë â ðåäàêöèîííî-èçäàòåëüñêèé îòäåë îðüêîâñêîãî
óíèâåðñèòåòà è äîãîâîðèëñÿ î ïóáëèêàöèè ðàáîòû óäêîâà â ¾Ó÷¼íûõ çàïèñêàõ
Ó¿ ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàáîòà áóäåò ðàçáèòà íà íåñêîëüêî îòäåëüíûõ ñòàòåé.
Â ïèñüìå Ì8Ìîðîçîâ ïèøåò: ¾ïî-ìîåìó, òåïåðåøíèé Âàø ïðîåêò âïîëíå ðàçó-
ìåí è äàñò âîçìîæíîñòü ñîêðàòèòü ñðîêè ïå÷àòàíüÿ (ïî ñòàòüÿì â æóðíàëàõ
ýòî âûøëî áû ãîäà 2
1
2
)¿ è îáåùàåò ðåöåíçèè äëÿ èçäàòåëüñòâà îðüêîâñêîãî óíè-
âåðñèòåòà.
Ïèñüìà 915 ¾ìàòåìàòè÷åñêèå¿  óäêîâ îòâå÷àåò íà âîïðîñû Ìîðîçîâà è, ñëå-
äóÿ çàìå÷àíèþ èç ïèñüìà Ì5 (ñì. âûøå), ïèøåò ¾íà ïîòðåáó ðåöåíçåíòó¿ ïîäðîá-
íûå äîêàçàòåëüñòâà îòäåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ýòè ïèñüìà ïîðîé î÷åíü áîëüøèå 
òàê, 15 ñîäåðæèò áîëåå 20 ñòðàíèö ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ. åçóëüòàò ýòîé
äåÿòåëüíîñòè íå çàìåäëèë ñêàçàòüñÿ  â 16 ÷èòàåì:
¾Â 5-é ñòàòüå ÿ îáíàðóæèë îøèáêó, çà êîòîðóþ ìíå î÷åíü ñîâåñòíî
11
. < . . . >
Â 5-é ñòàòüå ýòî ïðèâåä¼ò òîëüêî ê íåêîòîðîìó ñîêðàùåíèþ. Îäíàêî â 6-é
ñòàòüå äîêàçàòåëüñòâî íåñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðûõ òèïîâ êðèâûõ íå ïðîõîäèò
(ïî êðàéíåé ìåðå â ïðåæíåì âèäå). ß ïûòàëñÿ èçìåíèòü äîêàçàòåëüñòâà, íî ïîêà
íå ñìîã íàéòè òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ. Ýòî îòíîñèòñÿ ê ÷åòûð¼ì êðèâûì:
6
1
4 ;
11
Îøèáêà áûëà ïî-ñóùåñòâó òåõíè÷åñêàÿ  óäêîâ ïðîïóñòèë îäíî ëîãè÷åñêè âîçìîæíîå ðàñ-
ïîëîæåíèå âåòâåé íåêîòîðîé îñîáîé êðèâîé.
Â.Â. ÌÎÎÇÎÂ, Ä.À. ÓÄÊÎÂ È ÏÅÂÀß ×ÀÑÒÜ 16-É ÏÎÁËÅÌÛ 39
6
1
3 ;
5
1
4 è
5
1
5 . Îíè íàñòîëüêî óïîðíû, ÷òî ÿ íå óâåðåí, ÷òî îíè íå ñóùåñòâóþò¿.
Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ òðåáîâàòåëüíîñòè Ìîðîçîâà-ðåöåíçåíòà, â êîíöå
1967 ã. óäêîâ îáíàðóæèë îøèáêó â ñâîèõ äîêàçàòåëüñòâàõ íà÷àëà 50-õ ãîäîâ.
Â ïèñüìàõ 18, 19 óäêîâ ïûòàåòñÿ èñïðàâèòü ýòó îøèáêó
12
. Â îäíîì èç íèõ
îí ñîîáùàåò: ¾ Âñå æå ÿ äîêàçàë, ÷òî íåîñîáàÿ êðèâàÿ C6 íå ìîæåò èìåòü òè-
ïîâ
6
1
4 ;
6
1
3 ;
5
1
4 ;
5
1
5¿. Íî â äðóãîì ïèøåò: ¾Äîêàçàíî, ÷òî òèïû
6
1
4 è
6
1
3 íå
ñóùåñòâóþò. Î êðèâûõ òèïîâ
5
1
4 è
5
1
5 ïîêà ëèøü ïðåäïîëàãàþ, ÷òî
5
1
4 ñóùå-
ñòâóåò, à
5
1
5 íåò13 (ðàáî÷àÿ ãèïîòåçà)¿. Íàêîíåö, â ñàìîì íà÷àëå âåñíû 1968 ã.
óäêîâ ïîëó÷àåò âåðíûé ðåçóëüòàò  â 20 îí ïðèâîäèò âåðõíèå äâå ñòðîêè èç
òàáëèöû ðèñ. 2 ñ ïðàâèëüíîé ëîìàíîé è ïèøåò:
¾Âàøà óâåðåííîñòü â ñèììåòðèè îïðàâäàëàñü. < . . . > Èäåÿ î ïðèìåíåíèè
êâàäðàòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé
14
ïîÿâèëàñü âíåçàïíî è â ýòîì ñûãðàëî ðîëü Âàøå
ìíåíèå î ñèììåòðèè è î âàæíîñòè èçó÷åíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ îâàëîâ êðèâûõ C6 .
Êîíå÷íî, ÿ ñàì ñ÷èòàþ ýòó çàäà÷ó âàæíîé, íî ëþáàÿ ïîääåðæêà äëÿ ìåíÿ èãðàåò
î÷åíü áîëüøîå çíà÷åíèå¿.
óäêîâ ðàññêàçûâàë ìíå, ÷òî Ìîðîçîâ ãîâîðèë: ¾Íèêîãäà íå ïîâåðþ, ÷òî îò-
âåò òàêîé íåñèììåòðè÷íûé¿, íî òàêèõ ñëîâ â ïåðåïèñêå ÿ íå íàø¼ë. Èíòóèöèÿ íå
ïîäâåëà Ìîðîçîâà, íî ÿ äóìàþ, ÷òî íèêàêèõ êîíêðåòíûõ àðãóìåíòîâ â ïîëüçó ñèì-
ìåòðè÷íîñòè òàáëèöû ñõåì íåîñîáûõ êðèâûõ ñòåïåíè 6 ó íåãî íå áûëî. Çàìå÷ó, ÷òî
åñëè îòìåòèòü íà ðèñ. 2, êàêîìó òèïó (I, II èëè íåîïðåäåë¼ííîìó
15
) ïðèíàäëåæèò
äàííàÿ ñõåìà, òî ñèììåòðèÿ íàðóøàåòñÿ: ñõåìà
4
1
ïðèíàäëåæèò íåîïðåäåë¼ííîìó
òèïó, à ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåííàÿ ñõåìà <5>  òèïó II.
Ñ ïèñüìà 21 íà÷èíàåòñÿ îáñóæäåíèå âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ çàùèòîé äîêòîð-
ñêîé äèññåðòàöèè: ¾Ìíå î÷åíü õîòåëîñü áû, ÷òîáû Âû ñîãëàñèëèñü áûòü ìîèì
îïïîíåíòîì. Ïðèëàãàþ ïëàí äèññåðòàöèè. < . . . > Åñëè Âû ñîãëàñèòåñü, òî
ìíå õîòåëîñü áû ïîñîâåòîâàòüñÿ ñ Âàìè î ìåñòå çàùèòû, äðóãèõ îïïîíåíòàõ
è ñòåïåíè ïîäðîáíîñòè äîêàçàòåëüñòâ (â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ðàáîòû). Ñ ýòèìè
âîïðîñàìè ÿ îõîòíî ïðèåõàë áû ê Âàì â àïðåëå-ìàå (â óäîáíîå äëÿ Âàñ âðåìÿ)¿.
Â 22 óäêîâ ðàññêàçûâàåò î ñâî¼ì äîêëàäå íà ñåìèíàðå È.. Ïåòðîâñêîãî â
ÌÓ, ñîîáùàåò, ÷òî çàêîí÷èë íàïèñàíèå äèññåðòàöèè (êðîìå ââåäåíèÿ) è â êîíöå
ïèøåò:¾Ìíå î÷åíü õîòåëîñü áû, ÷òîáû Âû ñîãëàñèëèñü áûòü ìîèì îïïîíåíòîì.
Íà ñåìèíàðå È.. Ïåòðîâñêîãî ó ìåíÿ áûë ðàçãîâîð ñ Âëàäèìèðîì Èãîðåâè÷åì Àð-
íîëüäîì è Îëüãîé Àðñåíüåâíîé Îëåéíèê ïî ýòîìó æå âîïðîñó, íî îêîí÷àòåëüíîé
äîãîâîð¼ííîñòè åù¼ íåò¿.
Â Ì23 Ìîðîçîâ áëàãîäàðèò óäêîâà çà ïîëó÷åííûå äâà ýêçåìïëÿðà Ó÷¼íûõ
çàïèñîê Ó [1℄. Íåáîëüøîå ïèñüìî Ì24 ïðèâåäó ïîëíîñòüþ:
¾Äìèòðèé Àíäðååâè÷, ïðî÷èòàâ Â/ïèñüìî (òåêñò ââåäåíèÿ åù¼ íå ïðî÷èòàë)
ÿ âåñüìà îäîáðèë ïðèâëå÷åíèå â îïïîíèðîâàíèå Îëåéíèê (à íåëüçÿ ëè âìåñòå è
12
Ìíå íå óäàëîñü âîññòàíîâèòü, êàêîå èç ýòèõ ïèñåì íàïèñàíî ðàíüøå. Âîçìîæíî, îäíî èëè
äàæå îáà èç íèõ  ÷åðíîâèêè íåîòïðàâëåííûõ ïèñåì.
13
Âîçìîæíî, çäåñü ñêàçàëîñü äàâëåíèå àâòîðèòåòà èëüáåðòà.
14
å÷ü èä¼ò î ïîñòðîåíèè êðèâîé ñî ñõåìîé
5
1
5  ñì. âûøå ï. 2.
15
Ïî îïðåäåëåíèþ ñõåìà êðèâîé ñòåïåíè m èìååò òèï I (II), åñëè äëÿ ëþáîé êðèâîé Fm ñ
òàêîé ñõåìîé ìíîæåñòâî RFm å¼ âåùåñòâåííûõ òî÷åê ðàçáèâàåò (ñîîòâåòñòâåííî íå ðàçáèâàåò)
ìíîæåñòâî CFm å¼ êîìïëåêñíûõ òî÷åê. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, òî åñòü êîãäà äëÿ äàííîé ñõåìû
èìåþòñÿ êàê êðèâàÿ ñ RFm , ðàçáèâàþùèì ñâîþ êîìïëåêñèèêàöèþ, òàê è êðèâàÿ ñ RFm , íå
ðàçáèâàþùèì ñâîþ êîìïëåêñèèêàöèþ, ñõåìà èìååò íåîïðåäåë¼ííûé òèï. Ýòè ïîíÿòèÿ áûëè
ââåäåíû Â.À. îõëèíûì â [21℄ è òàì æå ïðèâåäåíî ðàñïðåäåëåíèå ïî òèïàì ñõåì ñòåïåíè ≤ 6 .
40 .Ì. ÏÎËÎÒÎÂÑÊÈÉ
èñ. 6
Ïåòðîâñêîãî? Òîãäà â ÂÀÊå ñîâåðøåííî íå áûëî áû çàäåðæêè!), òîëüêî íåïîíÿò-
íî ìíå îñòàëîñü, ïîä êàêèì  Âû áóäåòå ÷èñëèòü â àâòîðååðàòå ñâîþ ñïåöè-
àëüíîñòü? 004 ÿâíî íå ïîäîéä¼ò íè ê òîìó, íè ê äðóãîé. È âîò êàêîé âàðèàíò
ó ìåíÿ âîçíèê (îí î÷åíü óäîáåí, ïîòîìó ÷òî íå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ ìîåãî
çäîðîâüÿ): åñëè Âû âîçüì¼òå Àíäðîíîâó, Îëåéíèê è Ïåòðîâñêîãî (èëè êîãî íè-
áóäü èç Ñòåêëîâñêîãî Èí-òà) îïïîíåíòàìè, à ìåíÿ îñòàâèòå íà ðîëè ïåðåäîâîãî
ïðåäïðèÿòèÿ?¿
È ÷åðåç ïîëãîäà â î÷åíü êîðîòêîé çàïèñêå Ì26: ¾Âû çíàåòå, Ä.À., ÷òî ìíå
íå õîòåëîñü áû áûòü îïïîíåíòîì, íî çíàåòå òàêæå ïî÷åìó, íî óæ åñëè èíà÷å
íèêàê íåëüçÿ, òî ïóñòü áóäåò ïî Âàøåìó. (Ïî ìîåìó, ñòàâüòå è 004 è 006 ñðàçó;
à òàì ïóñòü ðàçáèðàþòñÿ ñàìè)¿.
Â ïèñüìå 27 (ñì. ðèñ. 6) óäêîâ ñîîáùàåò î äèññåðòàöèîííûõ äåëàõ (ïðåä-
âàðèòåëüíûõ îòçûâàõ, ïå÷àòàíèè àâòîðååðàòà è ò. ï.), íî îñíîâíîå ñîäåðæàíèå
ýòîãî ïèñüìà  ïåðâàÿ, íàñêîëüêî ìíå èçâåñòíî, îðìóëèðîâêà ñðàâíåíèÿ óäêîâà:
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¾Äëÿ ÷¼òíîãî m , äëÿ âñåõ ïðîâåðåííûõ ìíîé ñëó÷àåâ. . . ¿  è äàëåå ñëåäóåò ñðàâ-
íåíèå, ðàâíîñèëüíîå (2) è îðìóëèðîâêå â [2℄, íî â äðóãèõ òåðìèíàõ
16
.
Â äàëüíåéøåé ïåðåïèñêå (ïîñëå çàùèòû óäêîâûì äèññåðòàöèè) îáñóæäàþò-
ñÿ êàê ñîáñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû, òàê è ðàçíîãî ðîäà îðãàíèçàöèîííûå
(ïóáëèêàöèÿ â ¾Èçâåñòèÿõ âóçîâ. Ìàòåìàòèêà¿ ñòàòåé óäêîâà è Óòêèíà, ïîèñê
íåîáõîäèìîé ëèòåðàòóðû è ò. ä.) Â ïèñüìå M31 Â.Â. Ìîðîçîâ ïèøåò: ¾×òî êàñà-
åòñÿ ìåíÿ, òî ÿ ìåíÿþ çíàê  ñ ýòîãî ó÷åáíîãî ãîäà ïåðåø¼ë íà ñîöîáåñïå÷åíèå è
íàñëàæäàþñü ñïîêîéñòâèåì ñòàðîñòè¿.
4. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Ïîñëå îïèñàííûõ âûøå â ï. 2 ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîáûòèé Ä.À. óäêîâ ñòàë øèðîêî
èçâåñòíûì ìàòåìàòèêîì
17
, à òîïîëîãèÿ âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðà-
çèé ïîëó÷èëà ìîùíûé èìïóëüñ äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ. Çàìå÷ó, ÷òî íè÷åãî
ïîäîáíîãî íå áûëî ïîñëå ðàáîòû óäêîâà 1954 ã. [19℄, õîòÿ â íåé òàêæå çàÿâëÿ-
ëîñü ðåøåíèå çàäà÷è èëüáåðòà. Îáúÿñíåíèå î÷åâèäíî: îøèáêà â [19℄ íå ïîçâîëèëà
ñîðìóëèðîâàòü íèêàêèõ îáùèõ íàáëþäåíèé î êðèâûõ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè. Êàê
óæå îòìå÷àëîñü âûøå, êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâèëîñü äîêàçàòåëüñòâî óäêîâûì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ êðèâîé ñòåïåíè 6 ñî ñõåìîé
5
1
5 , íî äëÿ ýòîãî íàäî áûëî çàìåòèòü
îøèáêó â [18, 19℄. Èç ïðèâåä¼ííîé â ï. 3 ïåðåïèñêè ñòèìóëèðóþùàÿ ðîëü Â.Â. Ìî-
ðîçîâà â îáíàðóæåíèè ýòîé îøèáêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåñîìíåííîé.
Â.Â. Ìîðîçîâ
(19101975)
Âëàäèìèð Âëàäèìèðîâè÷ Ìîðîçîâ
18
áûë èçâåñò-
íûì àëãåáðàèñòîì, ñïåöèàëèñòîì ïî ãðóïïàì è àëãåá-
ðàì Ëè. Ïî ìíåíèþ E.Á. Âèíáåðãà [30℄, ðÿä ðåçóëüòà-
òîâ Â.Â. Ìîðîçîâà äî ñèõ ïîð íå èìååò èçâåñòíîñòè,
àäåêâàòíîé èõ çíà÷åíèþ  â ÷àñòíîñòè, ýòî íåîïóáëè-
êîâàííûå ðåçóëüòàòû åãî äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè
19
,
çàùèùåííîé â 1943 ã. Õî÷ó îñîáî îòìåòèòü, ÷òî íà-
ó÷íûå èíòåðåñû ñàìîãî Â.Â. Ìîðîçîâà áûëè äîñòà-
òî÷íî äàëåêè îò òîïîëîãèè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, õîòÿ, âîçìîæíî, â ìîëîäîñòè
îí èíòåðåñîâàëñÿ ýòèì ïðåäìåòîì: â ñïèñêå ïóáëè-
êàöèé Ìîðîçîâà â [26℄ óêàçàíà ñòàòüÿ [31℄, à òàêæå
¾Àòëàñ ÷åðòåæåé Êðèâûå 3-ãî ïîðÿäêà (1939)¿. Ïî-
âèäèìîìó, ýòîò ¾Àòëàñ¿  ðóêîïèñíàÿ ðàáîòà. Ê ñîæàëåíèþ, îáíàðóæèòü åãî íå
óäàëîñü.
Òàêèì îáðàçîì, Â.Â. Ìîðîçîâ âçÿë íà ñåáÿ îãðîìíûé òðóä ïî ðåöåíçèðîâàíèþ
î÷åíü òðóäíîé è òÿæåëî íàïèñàííîé ñåðèè ñòàòåé Ä.À. óäêîâà. Ýòà äîáðîñîâåñòíî
âûïîëíåííàÿ Ìîðîçîâûì ðàáîòà ïîâëèÿëà íà îòêðûòèå çàìå÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà
â òîïîëîãèè âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.
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Ýòà ïîä÷¼ðêíóòàÿ óäêîâûì â 1969 ã. ðàçà êàê-òî íå ñëèøêîì ñîãëàñóåòñÿ ñ çàãàäî÷íûì
óòâåðæäåíèåì Â.È. Àðíîëüäà â [22, . 48℄: ¾Îí (óäêîâ  .Ï.) óáåæäàë ìåíÿ, ÷òî ýòî ñðàâíåíèå
âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà¿. Áîëåå òîãî, ýòî è àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå Â.È. Àðíîëüäà â [23, . 18℄
ïðîòèâîðå÷àò åãî ñîáñòâåííîìó óòâåðæäåíèþ â [24, . 42℄: ¾Äëÿ âñåõ èññëåäîâàííûõ èì (óäêî-
âûì  .Ï.) êðèâûõ ÷¼òíîé ñòåïåíè ïðîÿâëÿëèñü çàìå÷àòåëüíûå ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 8¿. Ê ìîå-
ìó áîëüøîìó ñîæàëåíèþ, âäîáàâîê ê ñêàçàííîìó ÿ äîëæåí îòìåòèòü, ÷òî â [2224℄ Â.È. Àðíîëüä
áåç âñÿêèõ îñíîâàíèé óòâåðæäàë (÷åãî îí íèêîãäà íå äåëàë ðàíåå!), ÷òî èìåííî îí îòêðûë ñðàâ-
íåíèå (2).
17
.Âåéëü ïèñàë â [25℄: ¾Ìàòåìàòèê, ðåøèâøèé îäíó èç íèõ (ïðîáëåì èëüáåðòà  .Ï.), çàíèìàë
òåì ñàìûì ïî÷¼òíîå ìåñòî â ìàòåìàòè÷åñêîé îáùèíå¿.
18
Î æèçíè è äåÿòåëüíîñòè Â.Â. Ìîðîçîâà ñì. [2630℄. Âûïóñê æóðíàëà, â êîòîðîì îïóáëèêîâàíà
ñòàòüÿ [29℄, ïîñâÿù¼í 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Â.Â. Ìîðîçîâà.
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Ñåé÷àñ îíà äîñòóïíà â Èíòåðíåòå: http://www.vvmorozov2011.ksu.ru/index.php?
id=2&idm=16.
42 .Ì. ÏÎËÎÒÎÂÑÊÈÉ
Õî÷ó çàêîí÷èòü ýòó ñòàòüþ ñëîâàìè èç ïèñüìà Ä.À. óäêîâà À.Ï. Íîðäåíó îò
2 àïåðåëÿ 1979 ã.: ¾ß âñåãäà ñ óäîâîëüñòâèåì âñïîìèíàþ ñâîþ çàùèòó ó Âàñ â
Êàçàíè â 1970 ã. Òà áëàãîæåëàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ áûëà ìíå îêàçàíà, ïðåâðàòèëà
òÿæ¼ëóþ ïðîöåäóðó â äîâîëüíî ñíîñíóþ è äàæå èìåâøóþ ïðèÿòíûå ñòîðîíû.
Î÷åíü ñîæàëåþ, ÷òî íåò ó Âàñ Âëàäèìèðà Âëàäèìèðîâè÷à Ìîðîçîâà, êîòîðî-
ìó ÿ î÷åíü îáÿçàí è ÷àñòî åãî âñïîìèíàþ¿.
Summary
G.M. Polotovskiy. V.V. Morozov, D.A. Gudkov and the First Part of the 16th Hilbert
Problem.
We reveal some little-known fats from the history of the solution of the 16th Hilbert
problem. In partiular, we onsider the role of Professor V.V. Morozov (Kazan University)
in the orretion of errors in D.A. Gudkov's initial results about the topology of the plane
real algebrai urves of degree 6. The study is based on the preserved orrespondene between
D.A. Gudkov and V.V. Morozov.
Key words: plane algebrai urves, 16th Hilbert problem, D.A. Gudkov, V.V. Morozov,
Gudkov's onjeture, ongruene modulo 8.
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